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Resumen

En este articulo se presentan los principales resultados de un estudio y diagnéstico del
desarrollo del pensamiento matematico avanzado, en la formacion inicial del profesor de
matematica desde la disciplina Analisis Matematico. Inicialmente, se realiza una
sistematizacién de algunas concepciones tedricas sobre este tipo de pensamiento hasta
llegar a su definicibn y parametrizacidon; posteriormente, se implementa una prueba
pedagogica interactiva a los estudiantes y se realiza un andlisis integral de los
resultados, complementandolos con entrevista a los estudiantes, observacion a clases y
encuesta a profesores.
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Abstract

This article presents the main results of a study and diagnosis of the development of
advanced mathematical thinking, in the initial training of the mathematics teacher from
the discipline of Mathematical Analysis. Initially, it is carried out a systematization of
some theoretical conceptions on this type of thought until arriving to its definition and
parameterization; later, an interactive pedagogical test is implemented to the students
and an integral analysis of the results is carried out, complementing them with interviews
to the students, observation to classes and survey to professors
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Introduccién

La finalidad de la carrera Licenciatura en Educacion Matematica en Cuba es formar un
profesor capaz de dirigir el proceso pedagdgico en general y, en particular, el proceso de
ensefanza-aprendizaje de la asignatura Matemética. Segun el Modelo del profesional, Plan
E (2016), se requiere formar un profesional de perfil amplio, que pueda enfrentar los
problemas mas generales y frecuentes que estan presentes en el proceso de ensefianza-
aprendizaje. Uno de los principales objetivos de dicho modelo es “ensefar a formular y
resolver problemas, utilizando contenidos de la matemaética, sobre la base de la aplicacion
de procesos de pensamiento” (MES, 2016, p.6).

La disciplina Andlisis Matematico (AM) forma parte del curriculo base del plan de estudio
de dicha carrera y sus contenidos giran en torno al importante concepto de limite
funcional cuyo adecuado aprendizaje imprime una vision holistica del calculo diferencial
e integral. Sin embargo, es tendencia histérica que los estudiantes presenten dificultades
en el aprendizaje de los contenidos de la disciplina AM. Esto se evidencia,
principalmente, en el bajo rendimiento académico de los estudiantes en las evaluaciones
sistematicas, trabajos de control parcial y examenes finales.

A partir de dichas dificultades Nieves (2020) realiz6 un estudio exploratorio inicial donde
concluye que los estudiantes presentan insuficientes niveles de abstraccién para la
comprension de conceptos propios del AM, dificultad al hacer analogias y transferencias
necesarias de las matematicas elementales a las superiores, asi como debilidades en la
estructuracion y organizacién légica de saberes para la direccion racional de la actividad
matematica relacionada con contenidos de Andlisis Matematico.

Las insuficiencias anteriores tienen que ver con procesos cognitivos-instrumentales como
la representacion, abstraccion, analogias, trasferencias y razonamiento a un nivel
superior, condicionados por la complejidad que implica el aprendizaje de los contenidos
de la disciplina AM. De este analisis preliminar se puede afirmar que dichas insuficiencias
estan muy vinculadas con el desarrollo del pensamiento matemético avanzado, que
integra en si dichos procesos cognitivos.

Por insuficiencias similares a las antes descritas, Azcarate y Camacho (2003, p.135)
afirman que “... es en el seno del congreso del PME (Psychology of Mathematics
Education) en 1985, cuando se forma un grupo de trabajo cuyo objetivo era estudiar la
naturaleza del llamado pensamiento matematico avanzado”. Este se crea con el
objetivo de profundizar en las teorias y modelos cognitivos acerca de los procesos de
ensefianza y aprendizaje del Analisis Matematico. Por tanto, dada la estrecha relacion
del pensamiento matematico avanzado con las insuficiencias mencionadas arriba, en lo
adelante se asume el término como eje central de investigacion.

Ademas, producto de la sistematizacion bibliografica realizada también se pudo
constatar que existe una limitada concepcion didactica y metodoldgica para el Proceso
de Ensefanza-Aprendizaje (PEA) de los contenidos del AM, que deje la necesaria
claridad sobre las vias para potenciar el nivel de abstraccién para la comprensioén de
conceptos del AM, la significatividad del aprendizaje desarrollador de contenidos con
paso al limite y el desarrollo de habilidades logicas.
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Por la complejidad que entrafia abordar esta tematica y la multitud de aristas
susceptibles de ser investigadas, se considera pertinente realizar un diagnéstico del
proceso de desarrollo del PMA que deje la necesaria claridad sobre cémo potenciar el
desarrollo del pensamiento matematico avanzado, que permita mejoras en el
rendimiento académico de los estudiantes en la disciplina Analisis Matematico, de la
carrera Licenciatura en Educacion Matematica, en la Universidad de Pinar del Rio,
Cuba.

Fundamentado en lo anterior, el objetivo de este articulo es exponer los resultados de
un diagnadstico del desarrollo del pensamiento matematico avanzado en estudiantes de
la carrera Licenciatura en Educacion Matematica de la Universidad de Pinar del Rio,
Cuba.

Algunas consideraciones sobre el desarrollo del pensamiento matemaético
avanzado

El pensamiento ha sido definido por Gonzélez y otros (1995, p.173) como “... el proceso
cognoscitivo que esta dirigido a la busqueda de lo esencialmente nuevo, y constituye el
reflejo mediato y generalizado de la realidad”. En este caso el descubrimiento de lo
esencial de objetos y fendmenos de la realidad enriquece el contenido concreto del
pensamiento.

Dicho descubrimiento es resultado de la realizacion de procesos de analisis y sintesis,
abstraccion, comparacién, generalizacion, analogias, transferencias, la formulacién de
hipétesis, la formulacion de problemas y el encontrar su solucion, entre otros. Como
resultado de dicha actividad mental, el individuo obtiene un conocimiento generalizado,
conceptual, de las cosas del mundo material objetivo y adquiere conciencia de ello
como resultado de un proceso de pensamiento.

Sobre la definicion del pensamiento como proceso, Rubinstein (1966, pp.39-40) plantea
que:

. se piensa por medio de conceptos. El proceso de pensar constituye, a la vez, un
movimiento de conocimientos. Ello es, precisamente, lo que da contenido al pensamiento.
No se trata, como es notorio, de excluir del examen los frutos de la actividad mental sino de
estudiarlos como expresion resultante de un proceso (...) dicho proceso es, ante todo, un
andlisis y una sintesis de lo que este nos proporciona; es, ademas, una abstraccion y una
generalizacion, derivadas de aquellos.

Luego, el pensamiento aparece siempre ligado a una modalidad especifica de actividad
y cada tipo especifico de actividad, transmite al pensamiento peculiaridades distintas;
cabe suponer que, si la actividad mental y el desarrollo del pensamiento se efectian en
una ciencia en particular, por ejemplo, en la matematica, se manifiesta lo que podria
llamarse pensamiento matematico.

Asuncion (2012), entiende el pensamiento matematico como parte de un ambiente
cientifico, en el cual los conceptos y las técnicas matematicas surgen y se desarrollan
en la solucion de tareas. Ademas, observa que el pensamiento matematico incluye por
un lado, pensamiento sobre topicos matematicos y por otro, procesos avanzados del

ISSN: 2765-8252

Pagi na 3



Diagnéstico del desarrollo del pensamiento matematico avanzado en la formacién inicial del profesor de Matematica
Carlos Manuel Caraballo Carmona
Serdaniel Nieves Pupo
Yamila Caridad P4ez Hernandez
Recepcion: 28-10-2020 Aprobacion: 12-01-2021

pensamiento como abstraccion, justificacion, visualizacion, estimacion o razonamiento
bajo hipétesis. Para describir el desarrollo del pensamiento matematico, Cantoral (2016,
pp. 60-61) afirma que:

... tendriamos que considerar que este suele interpretarse de distintas formas; por un lado
se le entiende como una reflexion espontanea que los matematicos realizan sobre la
naturaleza de su conocimiento y sobre la naturaleza del proceso de descubrimiento e
invencidn en matematicas. Por otra, se entiende el pensamiento matematico como parte
de un ambiente cientifico en el cual los conceptos y las técnicas mateméticas surgen y se
desarrollan en la resolucion de tareas; finalmente, una tercera vision considera que el
pensamiento matematico se desarrolla entre todos los seres humanos al enfrentar
cotidianamente multiples tareas.

Para hacer referencia al término pensamiento matematico avanzado (PMA), Azcarate y
Camacho (2003), ponen de manifiesto que el pensamiento matemético avanzado
posee, por su naturaleza, procesos caracteristicos entre los que destacan el nivel de
abstraccion, la formalizacién del conocimiento, la representacion, la definicion de los
conceptos y la demostracién. Segun Aldana (2013, p.58), el PMA “... tiene que ver con
los procesos mentales propios de las matematicas superiores que se ensefian y se
aprenden en los ultimos afios de bachillerato y en especial en el ambito universitario”.

Por otra parte, Herlina (2015, p.2), luego de hacer un andlisis de varias caracterizaciones
sobre el desarrollo del pensamiento matematico avanzado, dadas por expertos e
investigadores en el tema, plantea que este “... es el proceso del pensar matemético que
comprende procesos de representacion, abstraccion, pensamiento matematico creativo y
la prueba matematica”. En este caso se expresa el pensamiento matematico avanzado
como un conjunto de procesos cognitivos, que intervienen en la ensefianza-aprendizaje
de la Matematica.

Para el diagnostico que aqui presentamos asumimos la definicidbn y parametrizacion
dada por Nieves (2020, p.37), quien define el desarrollo del PMA desde la didactica
como:

“el accionar didactico del profesor para dirigir la actividad cognoscitiva de los estudiantes
en el campo de la Matematica, con la finalidad de lograr avances progresivos en el nivel
de abstraccion, la definicibn de conceptos, la formalizacion del conocimiento, la
representacion conceptual y la demostracion matematica”.

El autor mencionado enfoca la definicion citada en dos dimensiones. La dimension 1
orientada al accionar del profesor y la dimension 2 orientada al accionar de los
estudiantes. A continuacion, se describen dichas dimensiones con sus respectivos
indicadores.

La dimension 1: accionar didactico del profesor para dirigir la actividad cognoscitiva de
los estudiantes, en el trabajo con las caracteristicas esenciales del PMA, se manifiesta
en el sistema de acciones que el profesor planifica y pone en practica durante el PEA
de la disciplina AM.

Acciones para potenciar el nivel de abstraccion

e Reactivacion del sistema de conocimientos necesarios. Se manifiesta cuando el
profesor reactiva en los estudiantes, mediante procedimientos heuristicos, los
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conocimientos necesarios y cualidades esenciales de un sistema de conceptos, para
el desarrollo de actividades mateméticas.

e Utilizacion del principio de analogia. Se manifiesta en las acciones del profesor para
orientar a los estudiantes a que establezcan similitudes de razonamientos y
equivalencia entre procedimientos, durante el desarrollo de actividades
matematicas.

Acciones para potenciar la definicion de conceptos

e Aproximacion formal en la definicion de conceptos. Se manifiesta en las acciones
que realiza el profesor para conducir a los estudiantes en la definicion de conceptos,
desde el trabajo con definiciones propias intuitivas hasta la definicion formal
institucionalizada.

e Precision en la utilizacion de definiciones. Se evidencia en la utilizacion precisa y
eficaz de las definiciones para elaborar y clasificar objetos matematicos, asi como
en la determinacion de procedimientos de trabajo para el desarrollo de tareas
matematicas.

Acciones para potenciar la formalizacion del conocimiento

e Utilizacion de la terminologia convencional para la definicion de conceptos. Se
manifiesta en las acciones que realiza el profesor para que el estudiante se apropie
del sistema de signos convencionales para denotar ideas matematicas.

¢ Representacion de un mismo contenido en lenguajes diferentes. Se manifiesta en
las acciones que realiza el profesor para presentar un mismo contenido a los
estudiantes en diferentes formas y lenguajes.

Acciones para potenciar la representacion conceptual

e Utilizacion de esquemas conceptuales para modelar el contenido matematico. Se
manifiesta en las acciones que utiliza el profesor para representar, esquematizar y
modelar contenidos matematicos o el desarrollo de tareas matematicas.

e Utilizacion de mapas conceptuales para la visualizacion de relaciones vy
propiedades. Se manifiesta en las acciones del profesor dirigidas a la elaboracién de
mapas conceptuales para orientar la actividad racional de los estudiantes y que
estos visualicen relaciones entre conceptos.

Acciones para potenciar la demostracién matematica

e Utilizacion de procedimientos heuristicos en la busqueda de una demostracion. Se
manifiesta en las acciones del profesor para lograr un clima de descubrimiento, que
los estudiantes formulen hipétesis y establezcan relaciones.

e Rigurosidad en la representacion de la demostracion. Se manifiesta en la
generalidad, solidez, precision, argumentacion, fundamentacion y formalizacion con
la que el profesor trabaja y presenta la demostracion.

La dimension 2: actividad cognoscitiva de los estudiantes, relacionada con las
caracteristicas esenciales del PMA, se aprecia a partir del desarrollo cualitativo y de las
variaciones que, en funciébn del contenido del pensamiento, experimentan los
estudiantes en la comprension de los procesos de su pensamiento y en la organizacion
de su manifestacion hacia un fin determinado; en el incremento de una apropiacion cada

ISSN: 2765-8252

Pagi na 5



Carlos Manuel Caraballo Carmona
Serdaniel Nieves Pupo
Yamila Caridad Paez Hernandez

Diagnéstico del desarrollo del pensamiento matematico avanzado en la formacién inicial del profesor de Matematica US ISSN ‘

ISSN: 2765-8252
Recepcion: 28-10-2020 Aprobacion: 12-01-2021

vez mas amplia y mas habil de los conocimientos, lo que incluye el componente
conceptual tedrico y practico, asi como la formacion y desarrollo de habilidades
relacionadas con el nivel de abstraccion, la definicion de conceptos, la formalizacion del
conocimiento, la representacion conceptual y la demostracion matematica.

El nivel de abstracciéon

e Determinacion de caracteristicas esenciales en los andlisis que se realizan durante
el desarrollo de actividades matematicas. Se manifiesta en la habilidad de los
estudiantes para determinar lo que es esencial y obviar lo no esencial, asi como de
sintetizar lo esencial durante el desarrollo de tareas matematicas.

e Coherencia en las argumentaciones. Se manifiesta en la habilidad de los estudiantes
para comunicar con coherencia, de forma oral o escrita, las ideas esenciales que
sustentan los razonamientos realizados.

La definicion de conceptos

e Significatividad en la relacion concepto-definicion. Se manifiesta en el nivel de
precision y valoracion que realizan los estudiantes sobre las relaciones esenciales
entre el concepto y su definicion durante el desarrollo de la actividad matemética.

e Utilizacion correcta de definiciones. Se manifiesta en la habilidad del estudiante para
expresar Yy utilizar las cualidades esenciales del concepto, asi como para
algoritmizar definiciones en la bisqueda de nuevos conocimientos y soluciones a
tareas matematicas.

La formalizacién del conocimiento

e Conversion del lenguaje comun al lenguaje técnico de la matematica. Se manifiesta
en la habilidad del estudiante para expresar ideas del lenguaje comuan al lenguaje
técnico de la matematica.

¢ |dentificacion de un mismo concepto en formalizaciones diferentes. Se manifiesta en
la habilidad del estudiante para identificar proposiciones equivalentes en distintos
lenguajes, para reformular tareas matematicas y para buscar vias de solucion.

La representacion conceptual

e Utilizacion de esquemas gréaficos de apoyo a la racionalizacién del trabajo mental.
Se manifiesta en la habilidad del estudiante para crear y utilizar esquemas graficos o
dibujos auxiliares, que le permitan la comprension y el andlisis en el desarrollo de
tareas matematicas.

e Representacion de un concepto en diferentes registros semidticos. Se manifiesta en
la habilidad del estudiante para expresar, interpretar, manipular o identificar un
mismo objeto matematico o idea matematica en diferentes registros semioticos.

La demostracidon matemaéatica

e Logicidad en la busqueda de la demostracién. Se manifiesta en un adecuado
razonamiento l6gico en la busqueda de la via de demostracion.

e Formalizacion en la representacion de la demostracion. Se manifiesta en la
coherencia de la demostracion, en una adecuada fundamentacion y utilizacién
correcta de la terminologia matematica.
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Metodologia para el diagndstico del pensamiento mateméatico avanzado

Para desarrollar el diagndstico se seleccionaron de manera aleatoria 42 estudiantes
entre segundo y quinto afos de la carrera Licenciatura en Educacion, Matematica. En el
caso de los profesores, se tomaron los 10 profesores que imparten la disciplina AM en
dicha carrera.

Inicialmente, se realizé un estudio de los documentos normativos de la carrera.
Posteriormente, se aplicé una prueba pedagogica de forma interactiva, para evaluar los
indicadores del desarrollo del PMA, segun las respuestas de los estudiantes a tareas
matematicas, donde necesariamente deben emplear habilidades asociadas a este tipo
de pensamiento.

Después, se realiz6 una entrevista a los estudiantes para conocer sus creencias y
concepciones relacionadas con el desarrollo de las caracteristicas esenciales del PMA 'y
enriquecer los resultados de la prueba pedagdgica anterior.

Con el objetivo de corroborar las causas que originaron los resultados obtenidos en la
prueba pedagdgica interactiva, se realizd la observacion cientifica a 60 clases de
Andlisis Matematico. Para verificar el origen de los resultados obtenidos con la
aplicacidn de los instrumentos anteriores, se realizd una encuesta a 10 profesores de la
disciplina AM con el objetivo de diagnosticar la preparacion cientifico-metodoldgica que
poseen los profesores, para contribuir a potenciar el desarrollo del PMA, desde el PEA
de la disciplina AM.

Para medir y evaluar el desarrollo del PMA se tendra en cuenta la definicion dada
anteriormente con sus respectivas dimensiones e indicadores. A cada indicador se le
otorgard un valor de 1 a 5 puntos con el siguiente consenso: [muy adecuado (MA) = 5],
[bastante adecuado (BA) = 4], [adecuado (A) = 3], [poco adecuado (PA) = 2],
[inadecuado (1A) = 1].

Z?:l Vi'Cei
PmT
donde n son todos los valores de la escala, V; es el valor del indicador i, C,, es la
cantidad de evaluaciones que se le otorg6 al indicador i, B, es el puntaje maximo de
ponderacion y T es el total de indicadores u observaciones por indicador (en caso de
que se evalte el indicador). El indice maximo es 1 cuando V; = B, para todoi =

;. TMin{Vv Mn{v
1;2;3...ny el minimo es 2V} _ Mmty}
Py, T Pm

El indice de la dimension por estudiante (I.s), se determinard como: I, =

La escala determinada es:

Evaluacion | (MA) (BA) A) (PA) ()
indice | (0,85;1] | (0,70;0,85] | (0,55;0,70] | (0,40;0,55] | (0,20;0,40]

Tabla 1: Escala para determinar la evaluacion a partir del indice

A continuacion, se presenta la prueba pedagadgica interactiva cuyo objetivo es evaluar el
nivel de desarrollo alcanzado por los estudiantes en las caracteristicas esenciales del
PMA, mediante el desarrollo de actividades relacionadas con los contenidos de limite,
continuidad, derivada de una funcion y la demostraciéon matematica.
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Cuestionario

1. Sealafuncion f: R - R, la ley de correspondencia esta dada por la siguiente
expresion:

—2x si x <0

f@) =

Vx+1 six=0

a) ¢f se puede representar en un solo sistema de coordenadas rectangulares?

b) ¢Es necesario representar la funcion f en dos sistemas de coordenadas
rectangulares?

c) Representa graficamente la funcion f

El profesor indicard a los estudiantes que utilizaron dos sistemas de coordenadas:
“Explica por qué hay que representar la funcion en dos sistemas”.

1.1 Diga verdadero (V) o falso (F): sea la funcién g: R — R tal que g(t) = —2t para t <
0y g(t) =+t+1 parat >0 . Entonces para todos los valores del dominio de las
funciones f y g se cumple que:

a) __f=yg f#*yg

b) Fundamenta cada caso anterior.

1.2 Si nos acercamos (por la derecha y por la izquierda) al valor del dominio x = 0.
Seleccione el esquema mas sugerente que describe la relacion dominio-imagen de

f.

0 1 y
Imagen
Dominio
X
1) 0
0 1 y
Imagen
Dominio
X
1) 0
0 1 y
Imagen
Dominio
X
1) 0

1.3Calcule los limites laterales de la funcion fen el punto x = 0.

a) ¢ Existe el limite en dicho punto? Argumenta.

1.4Enuncie la definicién de lim f(x) = [ en el lenguaje de sucesiones y en el lenguaje
x—a

€ — 6. En caso de que no las recuerde con precision, explique con sus palabras el
significado de limite.
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El profesor revisara y registrara la cantidad de estudiantes que logré enunciar una
definicion, dos definiciones y los que explicaron con sus palabras. Evaluara a cada uno
segun a la repuesta dada. Posteriormente, escribira en pizarra las definiciones:

Definicién 1

Se dice que [ € R es limite de la funcién fcuando x tiende al punto a si se verifica que
para toda sucesion {x,} tal que x, € Domf, x, = a, y x, # a, se cumple quef(x,) = [
Definicion 2

limf(x)=1, si y solo si, para todo € >0, tal que si x eDomf y 0<|x—al| <3,
é?]ctlonces If(x) =1l <e

1.5 A su consideracion:
a) ¢cudl de las definiciones anteriores consideras que es mas practica para demostrar
la existencia o no del hn& f(x)?
X

b) Escoja una de las dos definiciones y demuestre que lirré f(x)no existe.
X

c) ¢Qué tipo de demostracion utilizaste?

1.6 Analice la continuidad de f(x) en el intervalo I = [—1;1].

2. En el gréfico 2.1, se tienen lasrectas r, t y f(x) =Ilnx,talque rn f ={A,B} y tn
f = {A}. Diga verdadero o falso. Argumente en cada caso.
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a) ___ Larectar es tangente al grafico de la funcion en los puntos Ay B.

b)  Sila pendiente de r es m, entonces m,. = tanf = f (1)

c) ___ Sif (1) esladerivada de f para x = 1, entonces la pendiente de la rectat es m; =
f .

- f(x)=Inx

>
X

Gréfico 2.1
3. En el gréfico 3.1 se tienen las funciones h(t) = at + b y w(t) = 3t — t2,Graf(h) N

Graf(w) = {P}.
a) Utilice la definicién, calcule la funcién derivada w (t).
b) Halle la ecuacion de h(t).
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Grafico 3.1
Indicadores Actividades
1 Determinacion de caracteristicas esenciales en los andalisis l.a),b)c); 1.1
que se realizan durante el desarrollo de actividades b); 1.3 a); 1.5
matematicas. c); 1.6
2 Coherencia en las argumentaciones. 1.a)b); 1.1 b);
1.3 a); 1.5 a),
C); 2 a), b), c);
3. b)
3 Significatividad en la relacion concepto-definicion. 1.1 a); 1.2; 2 a),
b), c)
4 Utilizacién correcta de definiciones. 1.4;1.5b); 2 a);
3a)
5 Conversion del lenguaje comun al lenguaje técnico de la 1.3a);1.4;15
matematica. b); 3. a) b)
6 Identificacion de un mismo concepto en formalizaciones 1.1 a);2.b)c)
diferentes.
7 Utilizacién de esquemas graficos de apoyo a la 1. a), b); 1.1 a);
racionalizacion del trabajo mental. 1.3a);1.5b)
8 Representacion de un concepto en diferentes registros 1.¢);1.1a); 3.
semioticos. a) b)
9 Logicidad en la busqueda de la demostracion. 1.5 b); 1.3 a); 2.
a); 1.6
10 Formalizacion en la representacion de la demostracion. 1.5 b)

Se debe aclarar que esta organizacion no es la Unica para visualizar la presencia de
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indicadores, pueden existir otras actividades dentro de la prueba pedagdgica interactiva
en la que se presencie mejor un determinado indicador, en dependencia de la
respuesta del estudiante.

Resultados del diagndstico. Discusion

A continuacion, se hace un analisis, por indicador, de los resultados alcanzados en la

prueba pedagdgica y se complementan con los resultados de la entrevista a los

estudiantes, las observaciones a clases y la encuesta a profesores de AM.
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Analisis del nivel de abstraccion

En la prueba pedagogica interactiva se evalu6 como poco adecuada, tanto la
determinacion de caracteristicas esenciales en los analisis que se realizan durante el
desarrollo de actividades matematicas, como la coherencia en las argumentaciones; por
ejemplo en la pregunta 1, 24 (57,1%) estudiantes presentaron dificultades para visualizar
f(x) como funcion Unica, estos analizan las ramas de la funcion como dos funciones
distintas; 32 (76,2%) estudiantes no son capaces determinar caracteristicas esenciales
para relacionar dominio e imagen (pregunta 1.2); en la pregunta 1.6, 11 (26,2%)
estudiantes analizaron correctamente que f es discontinua en x, =0, pero en la
respuesta no generalizaron a todo el intervalo; como potencialidad se observé que los
estudiantes que utilizan esquemas argumentaron adecuadamente. En la entrevista a los
estudiantes, estos no reconocen la necesidad de estudiar los contenidos del AM, la
mayoria manifestd que les es dificil comprender los conceptos y resolver problemas
relacionados con el limite, y el célculo diferencial e integral.

Lo anterior se corrobord en las observaciones realizadas a clases, donde se encontr6
como tendencia que los profesores no mantienen una regularidad en el trabajo para
potenciar el nivel de abstraccion, por ejemplo, en el (36) 60% de las evaluaciones es
insuficiente la utilizacion del principio de analogia para vincular las experiencias
cognoscitivas del estudiante similares a las que se ensefian; ademas aunque la
reactivacion de los conocimientos necesarios se evalué como adecuada, en 26 (43,3%)
clases se evalu6 como insuficiente. La utilizacibn adecuada de procedimientos
heuristicos es indispensable para potenciar el nivel de abstraccion, sin embargo en la
encuesta a profesores, las orientaciones metodoldgicas de la disciplina y asignaturas se
evaluaron de poco adecuado.

Andlisis de la definicidbn de conceptos

En la prueba pedagdgica, tanto la significatividad en la relacion concepto-definicion
como la utilizacién correcta de definiciones se evalu6 como poco adecuada; por
ejemplo, en la pregunta 1.5 c), 34 (80,9%) estudiantes presentaron dificultades al utilizar
elementos de la definicibn de limite; en la pregunta 1.4, 9 (21,4%) estudiantes
intentaron explicar el concepto de limite y su definiciébn pero la descripcién no fue
adecuada y 18 (42,9%) no lo hicieron. En la encuesta realizada a los estudiantes, la
mayoria no establece diferencia entre concepto y definicion.

En relacion con las limitaciones anteriores, durante la observacion cientifica a clases, se
pudo constatar que las acciones del profesor para dirigir a los estudiantes en la
elaboracion de conceptos mediante aproximaciones formales se evalué de poco
adecuada, en este caso la elaboracion de conceptos no se concibe adecuadamente en
las tareas docentes que propone el profesor, no se explicita en la estructura de
ejercicios o problemas, ni forma parte de la evaluacion; dichas deficiencias se
observaron en 25 (41,7%) clases; la precision en el proceso de definicion de conceptos
se evaluo de adecuado, pero en 19 (31,7%) clases fue insuficiente. Ademas, en la
encuesta a profesores, las orientaciones metodoldgicas dirigidas al trabajo con el
concepto y su definicion se evaluaron como poco adecuadas.

Anéalisis de la formalizacién del conocimiento
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En la prueba pedagogica interactiva, tanto la conversion del lenguaje comudn al lenguaje
técnico de la matemética, como la identificacibon de un mismo concepto en
formalizaciones diferentes se evaluaron de adecuadas, pero en las observaciones a
clases este ultimo indicador se evalu6 como poco adecuado, el cual se constatdé como
insuficiente en 45 (75%) clases; por ejemplo, de la prueba pedagogica se concluyé que
los estudiantes, por lo general, no recuerdan con precision las definiciones y presentan
dificultades al formalizar proposiciones y caracteristicas esenciales; ademas, en las
observaciones a clases se comprob6 que los estudiantes no usan correctamente la
terminologia establecida en las definiciones de conceptos y no son consecuentes con
las expresiones simbdlicas establecidas para definir los objetos matematicos y cuando
las utilizan, lo hacen de forma incoherente o no completan los simbolos correctamente.

Andlisis de la representacién conceptual

En la prueba pedagdgica se evalué de poco adecuada, tanto la utilizacién de esquemas
graficos de apoyo a la racionalizacion del trabajo mental, como la representacion de un
concepto en diferentes registros semioéticos; por ejemplo, en la pregunta 1.3, 30 (71,4%)
estudiantes afirmaron que no existe el limite, pero de estos, 19 (45,2%) habian
representado mal la funcién en la actividad 1. c), esto quiere decir que no les fue
necesaria la representacion gréfica para calcular bien el limite, pero entonces no hubo
coordinacion de registros semioticos, ni significatividad, ni logicidad en sus
razonamientos, ademas en la entrevista, la mayoria de los estudiantes planted que en
AM no se pueden hacer esquemas que es mas trabajar con variables y, por tanto, estos
no sirven para buscar soluciones.

Las causas de las limitaciones anteriores se evidenciaron durante las observaciones a
clases, donde se evalu6 como poco adecuadala utilizacion de esquemas conceptuales
para modelar el contenido matematico y se comprobd que es insuficiente en 41 (68,3%)
clases. También la utilizacion de mapas conceptuales para la visualizaciébn de
relaciones entre conceptos se evalué de poco adecuada, en este caso fue insuficiente
en 44 (73,3%) de las clases visitadas, los profesores presentaron limitaciones
metodoldgicas para elaborar y utilizar esquemas conceptuales y modelos gréficos de
apoyo a los contenidos que ensefian. Ademas, en la encuesta a profesores se evalué
como poco adecuada las orientaciones metodolégicas para la utilizacion de esquemas y
el trabajo con los mapas conceptuales en la disciplina AM.

Analisis de la demostracion matematica

En la prueba pedagdgica interactiva, se evalu6 de inadecuada tanto la logicidad en la
busqueda de la demostracion, como la formalizaciébn en la representacion de la
demostracion; por ejemplo, en los resultados de la pregunta 1.5 b), solo 8 (19%)
estudiantes demostraron bien la no existencia del limite, los 34 (80,9%) restantes
presentaron insuficiencias, también se constatdé que para realizar la demostracion,
presentan incoherencias en la utilizacion de simbolos, falta de equivalencia y logicidad
en la secuencia de razonamientos, ademas 37 (88,1%) no identificaron correctamente
el tipo de demostracion. En la entrevista, la mayoria de los estudiantes afirmé que en
AM casi nhunca se demuestra, solo se calcula limite, derivadas, se grafican funciones,
etc., ademas tienen escasos conocimientos sobre la habilidad demostrar y desconocen
las vias de demostracion.
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Durante las observaciones a clases, se evalu6 de adecuada la utilizacion de
procedimientos heuristicos en la basqueda de una demostracion, pero fue insuficiente
en 19 (31,7%) clases; en 27 (45,0%) clases, la rigurosidad en la representacion de la
demostracion fue insuficiente; se pudo constatar que las principales limitaciones en la
enseflanza de la demostracion matematica se encuentran en la explicacion y
fundamentacion légica de las vias de demostracién que se utilizan, en las ventajas y
desventajas del método utilizado y en el analisis de la rigurosidad en la demostracion.
Ademas, en la encuesta a profesores se evalué como poco adecuada las orientaciones
metodoldgicas para el trabajo con las demostraciones matematicas dentro de la
disciplina AM.

En este sentido es valido denotar que “... aunque la base de orientacién ayuda al
alumno a planificar el proceso de resolucién y lo dota de acciones y procedimientos
que le son de ayuda al enfrentarse a una tarea, es el hecho de introducir
instrumentos autorregulativos promueve que el alumno desarrolle procesos
metacognitivos complejos” (Torregrosa y Albarracin (2020, p. 17).

Conclusiones

El pensamiento es un proceso cognoscitivo que se estudia desde la filosofia, la
psicologia y la logica, el PMA como caso particular se caracteriza por la progresiva
importancia que adquieren los procesos cognitivos relacionados con nivel de
abstraccion, la formalizacion, la representacion, la definicién y la demostracion, para
comprender contenidos matematicos con paso al limite.

Abordar el desarrollo del PMA desde la didactica implica tener en cuenta tanto el
desempefio metodoldgico del profesor y como la actuacién cognitiva de los estudiantes,
los cuales constituyen actores fundamentales en el proceso de ensefianza-aprendizaje.
Estas dos perspectivas hacia el desarrollo del PMA devienen en dimensiones las cuales
se pueden parametrizar para disefiar instrumentos de diagnéstico.

Mediante el diagnostico se constatd que existen limitaciones de orden tedrico y
epistemologico para un adecuado tratamiento metodoldgico a contenidos mateméaticos
relacionados con el concepto de limite; ademas, los resultados del diagndstico indican
gue los significados que los estudiantes construyen sobre los conceptos, definiciones y
teoremas del AM, estan vinculados a determinados modos de representacion y que tales
significados no estan relacionados.

Existe una fuerte dependencia entre la racionalizacion del trabajo mental, el nivel de
abstraccion y la utilizacion de esquemas graficos para la comprension de contenidos
matematicos en los que intervienen procesos con paso al limite. Ademas, es importante
destacar que la utilizacion adecuada de recursos heuristicos, la coordinacion de registros
semiodticos y la utilizacibn de mapas conceptuales son recursos indispensables en la
intervencién metodoldgica del profesor para contribuir al desarrollo del PMA.
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